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Seien 𝐾 ein Körper, 𝐷 und 𝐷 ′ lineare Darstellungen über 𝐾 , sowie 𝑐 ∈ 𝐾 . Bearbeiten Sie die folgenden Teilauf-
gaben.

(a) Zeigen Sie, dass es einen gewichteten Automaten A mit [[A]] = [[𝐷]] gibt.

(b) Zeigen Sie, dass 𝑐 · [[𝐷]] eine lineare Darstellung besitzt.

(c) Zeigen Sie, dass [[𝐷]] + [[𝐷 ′]] eine lineare Darstellung besitzt.

Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2
Für einen festen Semiring 𝑆 betrachten wir das folgende Problem:

Eingabe gewichteter Automat A über 𝑆
Frage ist [[A]] konstant?

Geben Sie jeweils einen Algorithmus an, der das angegebene Problem löst, wobei

(a) 𝑆 = (Q, +, ·, 0, 1) der Körper der rationalen Zahlen bzw.

(b) 𝑆 = (N ∪ {−∞},max, +,−∞, 0) der arktische Semiring über den natürlichen Zahlen ist.

Begründen Sie jeweils die Korrektheit Ihres Verfahrens.
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Sei 𝛤 = {𝑎, 𝑏}. Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem G2 über dem Semiring N+,· :

𝑋1 = 𝑟1,0 + 𝑟1,1 · 𝑋1 + 𝑟1,2 · 𝑋2

𝑋2 = 𝑟2,0 + 𝑟2,1 · 𝑋1 + 𝑟2,2 · 𝑋2 ,

wobei für alle 𝑤 ∈ 𝛤 ∗

𝑟1,0 (𝑤) = |𝑤 | ,
𝑟2,0 (𝑤) = 2 |𝑤 | ,

𝑟1,1 (𝑤) = |𝑤 |𝑎 ,
𝑟2,1 (𝑤) = |𝑤 |𝑏 und

𝑟1,2 (𝑤) = |𝑤 |𝑏 ,
𝑟2,2 (𝑤) = |𝑤 |𝑎

gilt. Konstruieren Sie gewichtete Automaten B1 und B2 über N+,· so, dass (𝑋1, 𝑋2) = ( [[B1]], [[B2]]) eine Lösung
des Gleichungssystems G2 ist.
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Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben.

(a) Seien 𝛤 = {𝑎, 𝑏} ein Alphabet und𝐺 = (𝛤, {𝑆,𝐴, 𝐵}, 𝑆, 𝑃) die rechtslineare Grammatik mit den Produktio-
nen

𝑆 → 𝜀 | 𝑎𝐴 | 𝑏𝐴 | 𝑏𝐵 𝐴 → 𝜀 | 𝑎𝐴 | 𝑏𝐵 𝐵 → 𝜀 .

Wir schreiben 𝐺 |𝐴 für die Grammatik, die aus 𝐺 entsteht, indem 𝐴 als Startsymbol gesetzt wird (analog
für 𝐺 |𝐵).
Konstruieren Sie zu𝐺 ein Gleichungssystem G derart, dass für alle 𝐿 ⊆ 𝛤 ∗ gilt: 𝐿 ist genau dann die erste
Komponente einer Lösung von G, wenn 𝐿 = 𝐿(𝐺) ist.

(b) Seien 𝛤 = {𝑎, 𝑏} ein Alphabet und G2 das Gleichungssystem

𝑋1 = 1(𝑎𝑎)∗+1{𝑎} · 𝑋1+ 1{𝑏} · 𝑋2

𝑋2 = 1{𝑏} + 1(𝑎𝑎)+ · 𝑋2 .

Geben Sie eine rechtslineare Grammatik 𝐺 derart an, dass für alle 𝐿 ⊆ 𝛤 ∗ gilt: 𝐿 ist genau dann die erste
Komponente einer Lösung von G2, wenn 𝐿 = 𝐿(𝐺) ist.

(c) Sei 𝛤 ein Alphabet. Zeigen Sie, dass für eine Sprache 𝐿 ⊆ 𝛤 ∗ die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) 𝐿 ist regulär
(ii) 1𝐿 ist Komponente einer Lösung eines wohlgeformten Gleichungssystems, in dem alle Koeffizienten

Monome der Form 1∅ oder 1{𝑎} für 𝑎 ∈ 𝛤 und alle Konstanten entweder 1∅ oder 1𝜀 sind
(iii) 1𝐿 ist Komponente einer Lösung eines wohlgeformten Gleichungssystems, in dem alle Koeffizienten

und Konstanten charakteristische Funktionen von regulären Sprachen sind.
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