
TU Ilmenau, Fachgebiet Automaten und Logik
Prof. Dr. Dietrich Kuske,
M.Sc. Christopher Hugenroth, M.Sc. Sebastian Pfau
SS 2024

Berechenbarkeit und Komplexität – Übung 7
Abgabe: bis Freitag, der 28. Juni 2024, um 11:00 Uhr am Fachgebiet oder vor der Übung.

Geben Sie bitte Ihre Matrikelnummer an.
Heften Sie zudem alle Ihre Lösungsblätter geeignet zusammen.

Bonusaufgaben

Bonusaufgaben können schriftlich bearbeitet werden. Ihre Lösungen geben Sie bitte bis zum oben angegebenen
Termin ab. Die Abgaben werden von uns korrigiert und die erreichten Punkte werden mittels eines Faktors in
Bonuspunkte für die Klausur umgerechnet.

Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1∗ 4 Punkte
Das Palindromproblem1 für kontextfreie Sprachen ist wie folgt definiert:

Eingabe: kontextfreie Grammatik 𝐺
Frage: Enthält 𝐿(𝐺) ein Palindrom?

Zeigen Sie, dass das Palindromproblem für kontextfreie Sprachen unentscheidbar ist.

Hinweis. Reduzieren Sie PCP auf dieses Problem.

Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2∗ 2+2 Punkte
Bearbeiten sie die folgenden Teilaufgaben:

(a) Für 𝑎 ∈ N sei EVEN(𝑎) genau dann wahr, wenn 𝑎 gerade ist. Zeigen sie, dass die Theorie Th(N, +, EVEN)
der natürlichen Zahlen mit Addition und dem unären Prädikat EVEN entscheidbar ist.

Hinweis. Reduzieren Sie Th(N, +, EVEN) auf Th(N, +); z.B. können Sie zu einer Formel 𝜑 , in welcher Rela-
tionen EVEN vorkommen, eine äquivalente Formel 𝜑 ′ konstruieren, welche ohne diese auskommt.

(b) Für eine ganze Zahl𝑚 ≥ 2 bezeichne das unäre Prädikat 𝑑𝑚 die Teilbarkeit durch𝑚 auf der Menge der
natürlichen Zahlen d.h., für 𝑎 ∈ N gilt 𝑑𝑚 (𝑎) genau dann, wenn 𝑎 ein ganzzahliges Vielfaches von 𝑚
ist. Zeigen sie, dass die Theorie Th(N, +, (𝑑𝑚)𝑚≥2) der natürlichen Zahlen mit Addition und Teilbarkeiten
entscheidbar ist.

Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3∗ 3+4 Punkte
Bearbeiten sie die folgenden Teilaufgaben:

(a) Ein co-NFA 𝑀 ist ein 5-Tupel 𝑀 = (𝑍, 𝛴, 𝑆, 𝛿, 𝐸). Der einzige Unterschied zu NFAs ist, dass 𝑀 ein Wort
𝑤 ∈ 𝛴∗ nur dann akzeptiert, wenn jeder 𝑤-Weg von einem Startzustand zu einem Endzustand führt. Formal
bedeutet das: 𝐿(𝑀) = {𝑤 ∈ 𝛴∗ | 𝛿 (𝑆,𝑤) ⊆ 𝐸). Zeigen sie, dass jede von einem co-NFA akzeptierte Sprache
regulär ist.

(b) Ein co-PDAE 𝑀 ist ein 7-Tupel𝑀 = (𝑍, 𝛴, 𝛤, 𝜄, 𝛿, #, 𝐸). Der einzige Unterschied zu einem PDAE ist, dass𝑀
ein Wort nur dann akzeptiert, wenn jeder 𝑤-Weg von 𝜄 zu einem Endzustand führt. Formal bedeutet das:
𝐿(𝑀) = {𝑤 ∈ 𝛴∗ | Für alle 𝑧 ∈ 𝑍 und 𝛾 ∈ 𝛤 ∗ mit (𝜄,𝑤, #) ⊢∗ (𝑧, 𝜀,𝛾) gilt: 𝑧 ∈ 𝐸}. Zeigen sie, dass es einen
co-PDAE𝑀 gibt, sodass 𝐿(𝑀) nicht kontextfrei ist.

1Ein Wort 𝑤 ∈ 𝛴∗ ist ein Palindrom, falls 𝑤 = 𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑙 = 𝑎𝑙𝑎𝑙−1 · · · 𝑎1 für 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙 ∈ 𝛴 gilt.

https://www.tu-ilmenau.de/al/lehre/sommersemester-2024/buk/
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Präsenzaufgaben
Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4
Seien 𝐿 ⊆ 𝛴∗ eine Sprache und𝑀 eine Turingmaschine mit folgenden Eigenschaften:

• Für alle Eingaben 𝑥 ∈ 𝐿 hält𝑀 nach höchstens |𝑥 |2 vielen Schritten und gibt 1 aus.
• Für alle Eingaben 𝑥 ∉ 𝐿 hält𝑀 nach höchstens 2 |𝑥 | vielen Schritten und gibt 0 aus.

Gilt 𝐿 ∈ P? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5
Wir betrachten folgendes Problem (Clique):
Eingabe: Ein ungerichteter Graph 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) und eine Zahl 𝑘 ∈ N.
Frage: Gibt es 𝑘 Knoten in 𝐺 , die paarweise verbunden sind?

D.h. gibt es 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 mit 𝑣𝑖 ≠ 𝑣 𝑗 und (𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 ) ∈ 𝐸 für alle 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘} mit 𝑖 ≠ 𝑗 .
Sei CLIQUE die Menge {(𝐺,𝑘) | 𝐺 hat 𝑘 paarweise verbundene Knoten}. Zeigen Sie, dass CLIQUE in NP ist.

Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6Aufgabe 6
Für eine Komplexitätsklasse K sei coK die Klasse der Sprachen, deren Komplement in 𝐾 ist.

(a) Zeigen Sie die Gleichheit P = coP.

(b) Erklären Sie, weshalb ein analoges Argument für NP und coNP fehlschlägt.

Anmerkung. Es ist im Übrigen nicht bekannt, ob NP = coNP gilt.
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